Grado en Matematicas

Examen de Andlisis Funcional

. Dada una sucesion acotaga, /.., se define un operador lineal: ¢, — ¢, dondel < p < oo,
por
[Tz](n) =y(n)z(n) (x€ly,neN)

a) Estudia la continuidad d€ y calcula su norma. ¢Hay algun valor depara el que pueda
asegurarse qUE alcanza su norma?

b) Prueba qu& es un isomorfismo topoldgico si, y sélogin) # 0 paratodo: € N y existe un

1
ly(n)]
. SeaX un espacio normado ¥/ un subespacio cerrado dé. Prueba que sM y X/M son
espacios de Banach, entoncé®s un espacio de Banach.

nameror > 0 tal que >r.

. SedP el espacio de los polinomios (de una variable real con ceeties reales) con la norma

Ipll = sup {Ip(t)| : ~1 <t <1}

Estudia la continuidad de las aplicaciones linegles> — Ry T : P — P, definidas respecti-
vamente poyf(p) = p(2) y T'(p) = p’ paratodpeP.

. SedH un espacio de Hilbert; dadasb € H se define el operador lineal: H — H por
T(x) = (z|a)b (zeH)

Prueba qué” es continuo y calcula su norma. ¢ Qué condicion deben cumplir para quer’
sea una proyeccion ortogonal?

. Prueba que existen nUmeros reales Unicgs + tales que

U U
f |et7047ﬂcostffysent|2 dt < f }etfafbcostfcsenﬂ2 de¢
— —T

cualesquiera sean los nimeros realds c. Calcula dichos niumeras £, .

. SeaX un espacio normado. Prueba que para cadaX existef € X* tal que||f|| = ||z| ¥y
f(x) = ||=||*>. Deduce que para todos X se verifica que

o] = max[f(x)]: feXT, [fl <1

. SeaX un espacio normado ¥ € X con||z|| = 1. Prueba que existe un subespacio cerrado
M cC X talqueX = M ¢ Koy dist(z, M) = 1.

. Sea{z,,} una sucesion de puntos en un espacio normEdp supongamos quéz,} = .
Prueba que € Lin{z, : neN}.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

SeaX un espacio normadd/ un subespacio cerrado @ey o € X \ M. Prueba qué/ + Kz
es un subespacio cerrado de

SeaX eY espacios de Banachy € L(X,Y") un operador lineal continuo e inyectivo. Prueba
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)T(X) es cerrado el
b)T—!:T(X)— X es continuo.

SeanX eY espacios de Banachye L(X,Y") un operador lineal continuo y sobreyectivo. Sea
C' C X un subconjunto no vacio d€. Prueba qué&'(C') es cerrado si, y sélo ster(T') + C es
cerrado.

SeanX eY espacios de Banach® € L(X,Y) un operador lineal continuo y sobreyectivo.
Prueba que existe. > 0 tal que para todgeY existex€ X conTxz =y y ||| < m|y].

SeanV! y N subespacios cerrados de un espacio de BaXatdies queX = M @ N. Prueba
que existek > 0 tal que||m|| < k|jm + n|| paratodosne M,neN.

SeaX un espacio normadod/ un subespacio propio cerrado de Prueba qué/ es igual a la
interseccion de todos los hiperplanos cerrados que loeswanrti

SeaC'[0, 1] el espacio vectorial de las funciones reales continuas,&hcon la norma

Ifll = [ 1f@)]de (FeClo,1])

Para cada €N se definel}, : C[0,1] — R por

To(f) =n | f)dt (feC0,1])

e I

a) Prueba qué&’, es un funcional lineal continuo y calcula su norma.

b) Prueba que la sucesidff’,} es puntualmente convergente y que su limite punfigf) =
lim {T,(f)}, es un funcional lineal discontinuo.

n—oo

¢) Aunque el conjuntdT, : neN} C C[0,1]* = L(C]0,1],R), est4d puntualmente acotado
(como se deduce de b)), no esta acotad6'gn1]* (como se deduce de a)). ¢ Contradice esto el
teorema de Banach — Steinhaus?

Prueba que sk es un espacio normado reflexivar§y € X*, entonces existe € Sx tal que
x*(x) = ||l=*||. ¢ Es esto cierto si el espacio no es reflexivo?

Seg > 1y z € K" una sucesion tal que para toge ¢, la seriez z(n)y(n) tiene sumas
n>1
parciales acotadas. Prueba quel, donde% + % =1.

Sear . |]1 Y |- || dos normas completas en un espacio vectdfigue tienen los mismos fun-
cionales lineales continuos. Prueba que dichas normagjsiratentes.
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19. En/., se define una norma por
[ee]
|lz(n)]
lz =) =
n=1

Estudia s¥., con dicha norma es un espacio de Banach.
20. Prueba que el dual dg es isométricamente isomorfda

21. Prueba que el dual dees isométricamente isomorfda

. . . 1 1
22. Prueba que el dual dg, conp > 1 es isométricamente isomorfdadonde- + — = 1. Prueba
p q
tambien que todo funciongle £; alcanza su norma.
23. Seaf : ¢ — Kun funcional lineal continuo. Prueba que las siguientemafiiones son equiva-
lentes:
a) f alcanza su norma, esto es, existecy con||z||. = 1 tal que|| f]| = | f(2)].
b) Existemn € N tal que para tode > m se verifica quéef (e,,) = 0, donde{e,, : n €N} son los
vectores unidad.

24. SedH un espacio de Hilbert YC,,} una sucesion de conjuntos no vacios, convexos cerrados y

acotados, tales qu&, 1 C C,, paratodareN. Prueba queﬂ Cn #09.

n=1
Sugerencia. Sea,, € C, tal que||z,,|| = min {||z| : z€C, }. Prueba quéz, } es una sucesion
de Cauchy.

25. SeaX un espacio normadal C X y z € X. Prueba que las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
a)ze Lin(A).
b) Paratodgf € X* conA C Ker(f) se verifica quef(z) = 0.

26. Sedy = {zely: (1) =0,2(2) + z(3) = 0,z(3) + z(4) = 0}. Calcula la proyeccion ortogo-
nal de?, sobreY L.

Sugerencia. Observa qlie= A* para convenientd.
27. Sedy = {x€ly: z(1) = x(2) = 2(3)}. Calcula la proyeccion ortogonal dg sobreY'.
Sugerencia. Observa qlie= A+ para convenientd.

28. SeaX un erspacio de Banach. Prueba queXsi contiene un subespacio cerrado propio que
separa puntos el entoncesX no es reflexivo.

29. SeanX eY espacios de Banach® : X — Y una aplicacién lineal y continua. Prueba que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
a)T esinyectiva YI'(X) es cerrado efi.

b) Existem > 0 tal que||T(x)|| > m|/z|| para todar € X.
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30. SeaX un espacio de BanacH, C X tal queX = Lin(A), {f,} una sucesion de elementos de
X*y feX*. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Paratoda € X se verifica quéim { f,,(z)} = f(z).
b) El conjunto{ f,, : n€N} estéd acotado eN * y para toda: € A se verifica quéim { f,,(a)} =
f(a).

31. SeanX un espacio de Banachi, un espacio hormado¥ : X — Y una aplicacion lineal. Se
define una nueva norma et mediante la expresiofiz|| = ||z|| + ||T(x)| para todar € X.
Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a)T es continua.
b) |-y |l . |l son normas equivalentes.
c) ||| . ||| es una norma completa ea.
32. (0,5 puntos cada una) Explica si las siguientes afirmasigon ciertas o falsas. Cuando sean

ciertas, indica el resultado de teoria que lo justifica o proijpna una prueba, y, cuando sean
falsas, indica un contraejemplo.

a) Si X, Y son espacios de Banach y la dimensior¥des finita, entonces todo operador lineal
de X enY cuyo nlcleo sea cerrado es continuo.

b) Todo subespacio cerrado propio de un espacio normado&sai¢pn interseccién de los hiper-
planos cerrados que lo contienen.

b) ¢ Puede definirse alguna norma completa en el espacigieédiolas funciones polindomicas?

b) SeaX un espacio normado de dimension infinita. ¢ Puede existinalgorma en el dual *
cuya topologia sea la topologia débil-* &€ ?

b) SeaX un espacio de BanachF e L(X). Supongamos que para cada X existen € N tal
quez eker(T™). Entonces existe algin €N tal queT™ = 0.

b) Todo conjuntav-compacto en un espacio normado esta acotado.

c) Sea{ f,} una sucesion puntualmente acotada de funcionales lineai¢isuos en un espacio

de BanachX, definienddl'(x) = {f.(z)} se obtiene un funcional lineal continuo &een /..
33. (3 puntos) Responde a uno de los dos siguientes temas.

a) Formas geomeétricas del teorema de Hahn-Banach. Sepadscconjuntos convexos.

b) Teorema de categoria de Baire. Teorema de Banach-Sisinkiguna aplicacion.

¢) Teoremas de la aplicacion abierta y de la grafica cerrada.

Granada, 20 de diciembre de 2018
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